﻿ ізд ж № И »ж S чээ '■'■'li ЯИРг4«?з«й ;-л ІІШЖВ PRKSENTI ES A LA FACULTfi DES SCIENCES DE PARIS PuUK OBTEțfIR LE тш»Е DE DOCTEUR ES SCIENCES МАГНЕМі H »t IV Pab ai spuu с плит * l> THF r Li MECANIqUE CELESTE Sub l ыѵ иллвп ггк nes u'ts ni> DES UKB1TES l-bANfilAih ES > TRESE D’ANALYSE — Propusiai-ws donnSes par u Facuii Seuten'ies le J 1 Лмііег ISIS, deveni la Con» » «> EK-\lLLAii> IMPKLAiELIi Г ИіІ’ѴІГ* DE b’EGOLb POIATECHiS K11 ' « D BURE- DBS LOHGtfUDBS SUGCESSEUR ЕЕ MALLET-BACHLiiibR Quai des Autfustins, 55 НАСАЙмі \jo V www dacorcmanica ro ACADEMIE DE PARIS FACULTE DES SCIENCES DE PARIS MM nOTEN siolotrie comparee 1 DUMAS PWESSEURS ilonor aif es 1 PASTEUR PH OFESSEUR S DELAFOSSE CHASLES Geometrie superieure P DESAINS Physique LIOUYILLE Mecanique rationnelle PUISEUX Astronomie 11ЁВЕВ Т Geologie DUCHARTRE Botanique i J AMIN Physique 1 SERRET Calcul differentiel et integral H Stc-CLA1RE DEVILLE Chimie DE I ACAZE-DUTHIERS Zoologie, Anatomie, Physio-( logie comparee ' BERT Physiologie HERM1TE Algebre superieure BRIOT Calcul des probabilites, Phy- sique mathematique BOUQUET Mecanique physique et expe- rimentale TROOST Chimie AVURTZ Chimie organique TRIEDEI Mineralogie N Astronomie AGRfeG^S EERTRAND > bcitfiices inatheinatiques J V1EILLE j PELIGOT Sciences physiques ЬГ еаЙТАІНЕ PniLIPPON 4184 Pabis - Imprimerie de GALTH1ER-V1LLARS, successeur de MALLET-BACHELIER, Quai des Augustins, 55 www dacoromanica ro 4 A LA МЙМОШЕ DE MON PERE ET DE MA MERE A M N CRETZULESCO, Te moignage de raconnaissance www daccromanica ro THESE DE MECANK1UE CELESTE SUR L’INVARIABILITE DES GRANDS AXES DES ORBITES PLANETAIRES 1 II у a peu de problemes qui aient exeree la sagacite des geornetres Ies plus eminents pendant aussi longtemps que celui des n corps L’importance pratique, ainsi que l’interet purernent scientifiqueet phi-losopliique qui s’altache â Ia loi de la gravitation universelle, explique la tenacite avec laquelle Ies savants, depuis Newton, ont poursui i l’etude de ce probleme Malbeureusernent Ies equations differentielles des mouvernents des corps celestes sunt loin d’etre completement integre,es; et, pourabor-der la resolution numerique du probleme, on est oblige de recourir â des methodes d’approximation d’un emploi tres-laborieux; mais Ies proprietes auxquelles on arrive ainsi n’ont necessairemenl qu’un degre d’exactitude relatif Cependant, parmi ces proprietes, il у en a une qui merite une atteu-tion particuliere, â cause des consequences qu'on en peuttirer â l’ăgard de la stabilite du systeme du monde; elle est connue sous le nom db/t-variabilite des grands axes des orbites planelaires Voici en quoi elle consiste : 2 On sait que, â cause de la petitesse des masses des planetes par rapport a celle duSoleil, Vorbite que chacune d’elles decrit autour Iu www dacoromanica ro Solei] s’ecarte tres-peu de la forme de l’ellipse qu’elle decrirait si toutes Ies masses perturbatrices venaient â disparaître Cela etant, il etait nalurel que Ies qeometres prissent le mouvement elliptique comme point de depart dans Ies calculs d’approximation qu’ils devaient faire pour arriver 'i la connaissance du mouvement reel Tel est le principe de la methode de la variation des constantes arbilraires de Lagrange Dans celle methode, on considere Ies elements elliptiques de la planete comme varianl sans cesse âcause des perturbations produites par Ies anii es planetes, et Гоп a trouve des formules d’une simplicite remar-quable qui exprinient Ies variations des elements elliptiques Pour in-legrer ces formules, il est necessaire de developperce que Гоп appelle la/onciionperturbalrice^ eii\inesevie convergente de sinus ou de cosinus d’arcs nroportionnels au temps, ce que Гоп peut toujours faire, vu que dens la nalure R est b ijours fini et conținu, et que Ies orbites des di-verses planetes sont toujours peu excentriques et peu inclinees Ies uneș sui' Ies autres Cela fai t, on considere, en premiere approximation, Ies elements comme constants, el de simples quadratures donnent alors Ies inc gali ies que cliaque terme du developpemenl deR inlroduit dan la valcur des elements elliptiques En seconde approximation, on subslilue Ies valeurs trouvees pour cliaque element par la premiere apprqxiination dans Ies formules qui donnent Ies variations de ces elements, et par de nouvelles quadratures on trouve de nouvelles inega-lites; ct ainsi de suite On peut facilement se faiie une idee du degre d’approximation que Гоп realise par ces diverses opi ralions Lorsqu’on fail usage de coor-donnees reclilignes, R est lineaire par rapporl aux masses des planetes perturbatrices Eu supprimant R, on suppose par cela meme que ces masses soni nulles; on a alors Ies integrales du mouvement elliptique Dans la premiere approximation, l’integration des equations qui don-iient la varialion des elements elliptiques introduit dans Ies valeurs de ces elements des termes du premier ordre par rapporl aux masses perturbatrices Ces valeurs elant subslituees dans Ies memes equations, on aura, en integrant, des termes du second ordre par rapporl â ces masses; et ainsi de suite Ainsi l’ordre des inegalites successivernent iutroduites est egal au nombre des approximations successives que Гоп a clfectuees pour j arriver www dacoromanica ro 3 On doit distinguer deux especes d’inegalites : i° celles prove-nant des termes de R qui contiennenf le temps explicitement, e: qui par l’integration donnent toujours des termes periodiques a courte рб-riode; ces inegalites sont peu importantes, parce que dans une longue suite de siecles elles se compensent et ne peuvent pas apporter des changements considerables dans le systeme du monde; 20 celles qui sont produites par Ies termes de R qui ne conlieiment p is le temps explicitement; celles-ci augmentent lentement, mais continnellement, pendant tres-longtemps et toujours dans le meme sens, et peuvent in-troduire avec le temps des rnoditicalions tres-sensibles dans la cnnsti-tution de 1’Univers : on Ies appelle des inegalilcs seculaires Or il est tres-remarquable que Ies grandsaxes des orbites plin daires ne sont pas aflectes d’inegalites seculaires, du rnoins quand on tient compte seulement des puissances inferieures des masses; c’est en cela que consiste V invariabili le des grands axes des orbites 4 Ce n’est quepeuâ peu etavecbeaucoupde difficultes que celle beli? propriete a ete elablie pour Ies deux premieres puissances des masses La place est le premier qui lenonța(’); mais il ne tenait compte que des premieres puissances des masses et des quantites du premier etdu second ordre par rapportaux excentricites et aux inclinaisons Lajiaiige demontra ensuite (2) qu’elle etait vraie meme quand on tenait compte de toules Ies puissances des excenlricites et des inclinaisons; mais il ne depassa pas la premiere puissance des masses Dans un Memoire Iu â l’Institut le 20 juin r8o8 (3), Poisson reussit ă l’etendre aux secondes puissances des masses; mais son calcul est extremement long et pe-nible Plus tard on reussit ă le simplifier beaucoup en faisantusage de la methode de la variation des constantes arbitraires, decouverte par Lagrange ; c’est celle methode que M Liouville a suivie dans ses lețjons au College de France en i84r, et que M Puiseux a n pi-oduite avec quelques rnoditicalions dans la Tbese pour le Doctorat qu’il a presentee â la meme epoque â la Faculte des Sciences de Paris С ) Мбтоігѳ ргбзепй ă l’Acactemiedes Sciences Je Paris en 177З (2) Memoires de VAcademie de Berlin pour 1776 (3) Ce Mâmuire a ete publie dans le XV“ Cahier du Journal de l'Ecole Pofytechnique, ашіёе 1809, p 1-56 www dacoromanica ro Dans leMemoire de Poisson, ainsi que dans la These deM Puiseux, on doit distinguer deux pârtie? : dans la prem’-ic, on considere seu-lement Ies variations des elements de la planete troublee, et l’on prouve qii’elJes ne produisent pas, dans le grand axe, des inegalites seculaires du second ordre par rapport au> masses; cette pârtie de la demonstra-iion est assez simple et facile â suivre Dans la seconde, on tient compte des variat1' ns des elements des planetes perturbatrices; le calcul dif-fere enliercment du precedent, par la raison que la fonction pertui-batrice varie d’une planele â l’autre ; c’est pourquoi on a ete oblige de reconrir a l’equation des i'orces vives et de faire des combinaisons tres-ingenieuses, mais indirectes et assez laborieuses, pour prouver qu’il n’exi ie pas dans le grand axe de l’orbite de la planete troublee des inegalites seculaires du second ordre provenant de cette espece de va-riations 5 Lagrange a eu l’idee, en 1808 (’), de considerer le mouvement des corps celestes aulour de leur centre de gravite commun; dans ce cas, la foneticii perturbatrice est la meme pour toutes Ies planetes; ina son calcul est entache de plusieurs erreurs de signe, ce qui en de-truil tmite I valeur M iisseiahd, dans une Note inseree dans Ies Comptes rendus de Г anime derniere (2), a indique un autre moyen pour arriver au memere-ullat: i! fait usaged’un cliangement de coordonnees employe parjacobi dans son celebre Memoire Sur Гelimination des naeuds dans le probleme des trois corps II arrive ainsi a faire en sorte que Ies diverses fonctions perturbatrices ne different que par un facteur constant, ce qui permet de rameuer la seconde par’ie de l’analys'1 le Poisson ă la premiere ’e me propose, dans ce travail, d’exposer la methode de M Tisserand De pluș, je reprends une ancienne demonstration de Poisson (3) par iaquelle l’illи donnera entiu Ies formules de transformation suivantes • (5) www dacorcmanica ro ( 12 ) Un calcul identique donnerait y0, , v, et z0, zt, zn en fonclion de Y, , 7)2, • • •» vn et Z, C2, 8 On sait que, lorsque Ia fonclion des forces existe, ce qui est notre cas, Lagrange a donne le pioye d’ecrire Ies equations du mouvement dans un systeme de coordonnees quelconques Pour cela, 011 exprime U, la fonclion des forces, et T, la demi-somme des forces vives, en fonclion des nouvelles coordonnees reduites au plus petit nombre possible par Ies dipiatious de liaison; alors Ies equations du mouve-ment soni de la forme £ ат ат au az ai-î d^i d'^i °’ Dans Ic piobleine des n-t-i corps, U, etant simplement fonclion des differences des coordonnees rectangulaires a?0, , sera indepen- dant Ie X, Y, Z, J'apres la forme des equations (5); on aura donc au au au ax ~ °’ ăv ~ °’ az —0 eur tiree de cette relation, Ies equations du mouvement prendront la forme ou bien ,m, d1'^ m/i -+- m, p-i- li JV p i dl2 P-i ri 1 I dt2 i + m,-) Ё,- P-‘ )V - I el de meme dl2 ’ ți + P-i dV r? d^i , (i-t- mtKt p-i ciĂ dt2 ' ri m pi- www dacoromanica ro On voii que c’esl exactemenl la forme des equations du mouvement l’une planete autour du Soleil, avec la fomtion p turbatrice в,- p-l ПІ, p-t—i т qui esl la meme pour toutes Ies planetes, au facteur constant preș Cette fonction esl encore du premier ordre par rapport aux masses, comme dans le calcul ordinaire des perturbalions; mais, au lieu d’etre lincaire, cile contiei-1 des termes de tous Ies ordres enliers et positifs par rapport â ces masses 10 X’egligeons d’abord enliereinent Ies masses perturbatrices et considerons siinplement ies equations / (1 -I , (t + m,-)-/],■ nga' е M j = ! -= — -1 ) > Pi — I nt dl nit \т, p-i-t / 1 J li—Jn, dt 4-— = al,-i-filj; li est la Icngiiude moyenne de la planete те,- 12 1 equation rfa, 2 dR,- 2M dV dl ПіЯі de, n a, de,- montre immediatement que a, n’a pas d’inegalites seculaires du premier ordre par rapport aux masses En effet, pour avoir ces inegalites, il est clăii qu'il suffira de considerer, dans le second membre de l’equation (io), le terme 4 -— ' - > et de prendre dans le deve- loppement de V, seulemeut les termes dont l’argument ne renferme pas 1, en у regardant les elements elliptiques comme constants ir ces termes soni en meme temps independants de e,-, et par dat suite -r — o dt www daccromanica ro ( !? ) II 13 Passons aux termes de l’ordre du carre des masses, et prouvons • » • • • qu’il n’en existe pas dans la valeur de qui soient independants du temps Si Гоп neglige Ies termes d’un ordre superieur au second, on i d’abord , dai 2 dV, 2 , C sont du premier ordre; on tire de lâ M,V(- = Ca cos(ф -+- w), et alors (io) donne âa,- — —?' sin(ф 4- »); Пі^і рл;) - donc М,- » С2а2 - »i da dans le second n a • £» - A n n: membre, comme des constantes absolues Ensuite, pour avoir tous les teimes du troisieme ordre, comme MZV' et da,- sont chacun du premier ordre, il faut : dans le premier terme, calculer M/V- jusqu’au troisieme oidre; dans le second remplacer chacun des facteurs MjV- et par sa vedem jusqu’aux quantitesdusecond ordre; dans le troisieme,prendre pour et 3af seulemeut leurs termes du premier ordre 18 Considerons la pârtie L’equatim a Mi VI da, dt П,а, dans laquelle on calcule le second membre jusqu’aux termes du second www dacoromanica ro () ordre inclusivement, ionnera d'a, avec ce degre d’approxiuiation • aura donc un i ni a? di m -v; &»,•=-!- D’autre part on a тц Г MM , Шa, = n,at dai — ntat 4- и,- | -dt, 2 J /г, a,- en considerant les elements comme constants dans le second men i Multiplions le second membre de l’equation precedente pa? ceti? valeur de тгг-аг- et par on aura (I7) цМ/Ѵ^=1Щ + ntdi а, гца J ПіЗі а,- n,a \J n,ai / les coefficients „ et ~ soni des constantes absolues «г a • On a aussi Pour avoir les termes du troisieme ordre, il suffit, dans le dernier terme de (17) et dans le second membre de (18), de considerer les elements comme constants, en conservau! seulement les termes du premier ordre de MZV'; et, dans le premier terme du second membre de (17), de calculer —-J iusqu aux quantites du second ordre; on aura dom TZt a £ (’9) —Ц M Vzăa,- + 7 MiVlâaf n a, 4n deA Si dt ’ 3M; /• f/dv; fdV , a; J J (fyj da1/ ‘ V Ș/JtWW d/ d - (г 5) (lt ~+~ 3M[ a? cit — d’V ГдѴ da'fj dat dt -+- Std ~-,dt-t- ,Г ЛГ C( d’v f^V , d=v fJV , Mi Mj J V«î 4 J ^'j dt da'j J dțlj dt dt 4— ■ зм; V dt- д‘Ѵ ГдѴ , da'j2J да/! dt d'N t'W daj da- J dai' 1 d’V ГЭѴ d^da',/ da/ -M, J д(гі Saj зм,м; f/dv; , , ^rJW‘sn-'" ff d’v ГЖл d’v C dv , V^ daJ dd/ dajda'iJ da/U+‘ Dans Ies seconds membres de toutes ces variations, du premier el du second ordre, il faut considerer les constantes arbitraires comme des constantes absolues www dacoromanica ro ( Зо ) 23 11 s’agit maintenanl de substituer foutes ces valeurs dans l’expression (22) el de demontrer que tous les termes du troisieme ordre qu en resultent sont periodiques ou nuis Cette operation ne laisse pas d’etre assez delicate, ă cause du grand nombre de termes que i’on a a considerer Je les partagerai en cinq classes, que j’examinerai l’une a]' *s l’autre Prenons d’abord les termes qui sont du second ordre par rapport a M{- V et â ses derivees : ce sont (26) эм? âv; a • âpt ff\' dl2 4- M* ЗМ/М,- ,, —l fCV' dt2 + Mi M, a; OpjJJ J Reduisons M, V aux seuls termes qui contiennent les angles dont l’expression generale esl ф = alt -I- (3lj et % = a'li 4- (37/ 4- y'h, en negligeant ceux qui sont d’un ordre superieur au second; on a alors Mi V, Ci 5ІП (: ф 4“ 6) 1 ; 4- Ca SÎn (x 4~ 60a) , С, elant du premier et C2 du second ordre par rapport aux masses; par suite, dV- М/ f fNlldt‘>= [aC, соэ(ф 4- w,) 4- a! C2cos (/ H- w2)] X //[C,sin (Ф 4- W ,) 4- C2 sin (x 4- Ы2)] dl2 Je neglige le terme du second ordre, qui est periodique, et celui du quati ieme ; ceux du troisieme ordre sont «C, COS (Ф 4- Ы|) jyCaSin (x 4- Ы,) dt2 — 7~! ' X, C°S (Ф + Mi!) sin (x -I- Ю2) (a 71/4-[3 П/4-У л*)2 11 J a' Ci cos (x -+■ walyyC sin (ф 4- w>) dl a'C|C3 www dafcoromtâinica ro ( Зі ) Dans ces deux expressions, ies termes seculaires ne peuvent prendre naissance que si Гоп a ou (а -I- a') nț 4- (P 4- P') n/4-у'пі = o (a — я') n,- 4- ((3 — (3') n j — y' nk = o Or, dans la nature, ces conditions ne soni jamais remplies que si Гоп a separement a 4-a'— o, (3-b {3'= o, y' — o OU a — a' = o, [3 — (3' = o, y' = o, etles termes non periodiques que Гоп forme ainsi s’annulent mutuel-lement Si Гоп pose My Vy = Ci sin Ф 4- 2), on verra aussi que le terme est periodique Prenons maintenant les termes et posons M, V = C, sin' Ф 4- «,) 4- c2 sin (x + »s); on aura alors „12dV; ГdV , Г DC, , , , ,dC2 , j Я’'" = “1“*со8,ф + ",) + “ Si lx ” J X I —x— 4*4 еоз(ф+ ,) -+- ——;— 5Г cosțx + '■>:) I а Пі-+- (Зп,- dat KT ' a!n:+^n j-}-y'ni, да ГдѴ Г DC, ,, , , dC2 'I j dl -I “ Я, СО5|+ + + “ W, + Г I dC, ,, , I dC2 , X s— 3— COS Ф4-И1) 4- — -Ț- -— 3 - COS(X4-' «Ш+ $nj dai dat T ' , ,dVț fdV a dC, dC2 , , , ' dat J dat ; an,-4-|3«; d«j da,- VT 1 ' elles pourraient contenir des termes nou periodiques si Гоп avait la relation (a 4- а'} Пі 4- (0 4- Ș') n j 4- y'/ij = o OII ( a£, , , + (de,-, dc'i)d>— [da'i, dai)d>— [db'i, db^dt— [de), dc,-)W] a» — (daj^laj^ —(dbj,db,yi'1 — (dcjidcj, J ■ ■ • I &J I 4- MjMi[(dajdbj, dbj,daj) 4- (dajdcj, dej, daj) 4- [db/dej, dej, dbj} 4- (dajdbj, db,, da^ (•+• (daj dej, dej, daj) 4- (dbj dej, de,-, dbj) — (daj daj, daj, daj) — (daj dbj, dbj, da, ) - (daj dej, dej, daj)— (dbj da'j, daj, dbj) — (dbj dbj, dbj, dbj) — (dbj dej, dej, dbj) — \dcjdaj, daj, dej) — [dcjdbj, dbj, dej) — (de dej, de,, 4- (dcj‘‘, c?c/)] 4- 26 Occupons-nous des termes de Mi5V', qui contiennent en meme temps la variation d’un element de la planete troublee et celle d’un element d’une quelconque des planetes perlurbatrices lls constituent ia quantite suivante : / d2V- c)2V' d2V- + M‘ \d^pj âpiâpJ' + d^d'aj- ăpi§aj + d^j âpiâa'' + ' mv' c)2V' 4- bai daj 4- dai da' -+- dat da: ' dat daj J d2V d2V \ 4- -J—~ daj daj 4- ; ; ' da', daj 4- ) 4- daj dai 1 ‘ daj dat J ' ) www dacoromanica ro ( 36 ) II faut у adjoindre la quantite -+- M, S?i + Sat +d^Sa' + \ dp- r dai dat jy; dp/ op7- + dV "se iî«« = л-яѵ;л’) +^жѵ; rme B(v) — B('7O H- ) a* / + daj^+ (dbj, dbj' +- (dc„ dc'jV)- (da'l,dalYi>-(db'j, dbj№- (dj, dcj) \J ddk )’ (dajd, ,, Л/ dț}) =~i (ffyl) (/g*) et les combinaisons analogues; alors les termes qu’il nous reste â formuler formeront l’expression suivante : +m, ?“•в®+й а в» + a* a B, „+ i a; »î a; a; a4 a/ [(da*, da)}d'>+(dbk, db))U> +(dck, dc'^—^da), dakfl>—(db'k, db^^dc), dot)d^\ 4- , az ———- [( da’ )W+(dbj, db'}^ +(dcj, dc’ )^—(da' , daj}^—(db' , dbj)W'-(dc' , dcjjW-k- -f-MiMjMjțijșîă/Jai, dalt da'^ + ^dajdbk, db'k, da'^ -j- {dajdci, dc'k, da'^+[dbjdak, )) + (dbjdb) , db'k, db ) 4- {dbjdck, dc'k, db'j) + (dcjdak, da'k, dc'j) + (dcjdbk, db'k, de)) -+- {dejdek, dc'k, dc'j] + {dci^da', , dak, da, ) 4- {da'jdb'k, dbk, daj)+(ddjdc'k> dck, da, ) -+■ (db'jda'k, dai, dbj) + {db'jdb'k, dbk, dbj) 4- (dbjdc'k, dck> dbj)+{dc'jd(i'k, dak, dej) ■+: (dcjdb'k, dbk, dc^-^-^ddjdc^, dci,, dcf) — (dajda'i,, dak, da'j)—(dajdb'k, dbk,da'j) — (dajdc‘k, dck, da)) — (dbjda'k, dak, dbj) — (dbjdb), dbk, db))—(dbjdc'k, dck, db)) — (dcjda'k, dak, de)) — (dcjdb'k, dbk, de)) — (dcjdc), dck, dc’j)—(da)ddk, da), daj) — (da'jdbk, db), daj) — (ddjdck, dc), daj) — (db)da$ da), dbj)—(db)dbi<> db), dbj) — (db)dck, dc), dbj} —(dc)dak, da), dcj) — (dc)dbk, db), dcj)—(dc)dCk, dc), dcj)]+ , www dacoromanica ro ( ) L’expression complete de M, §V- se compuse de la somme des quan-tites (26), (29), (З2), (34) et (36) Nous avons vu que la premiere ne renferme pas des termes seculaires du troisieme ordre; les quatre autres ojnt des fonctions lineaires d’un certain nombre de quanlitâs, qui peuvent se reduire aux dix-sept types compris dans les formules (28), (3i), (33), (35) Or ces dernieres quantites se ramenent elles-memes â huit formes seulement de la maniere suivante 28 Je designe par P, Q, R trois fonctions qui, comme V, peuvent se developper en series convergentes de termes procedant suivant les sinus ou les cosinus d’arcs proportionnels au temps, tels que 6, et je pose, comme pour V, op ' et de meme pour Q et R Examinons successivement les diverses quantites A(/), B(i), On a d’abord donc I PV' et, si Гоп pose p=/v;^, on a 1 clT* (a) A^ = -^fP2dt 2 dt J A(/) se ramene exactement â la meme forme en posant P =JN'jdt Pour transformer B(Z), je prends Р-//ѴЖ d’oii №Р" dpi dt2 ' dp^ cit2 ' www dacorcmanica ro alors dt2 «Prf;A + igip dl1 I i dt2 Pour В(У), on aura aussi , „ №p; av; lus, tous ies termes de P con-tiennent pi et tous ceux de Q, pj www dacoromanica ro ( 4i ) On ramene B'>A> ă une forme analogue â (b), (c(d), en posant Q=/W, d’oîi av; av; ) + G' cos (ф' 4- w') •+- G" cos (ф" -+■ w"); www dacoromanica ro ( 43 ) el l’on sait que G, G', G", w, w', w" sont des constantes qui ne ren-ferment pas e,, e,-, et + ф'= 4-(3'7/, 4-₽''// On lire de lâ r/P ' ț — — Gațani 4- (Злу: соз(ф 4 4- p") rij) ]2 a"!( a"zz,-4- p''zi,)2 f(3 («”■ -+■ pzz,-'2 + (3 > *4 4- P4)2] [(я + я')п,-+(Р+Р' ; zz,-|2 4- aP țazz,- 4- Pzz,-)2 4- a'P' (a'zz,-4- Ș'zz,)2 4- a"P"(a"nt-4- (3'4 1 el le coefficient entre crochets devient, par les relations (38), [(3 (a n, 4- pzz, )2 4- (3' (a'rit 4- p'zz,-)2 4- (3" ( a"n,- 4-, Ș'4)’] (a 4- a' 4- «") = *’ 32 Forme — Puisque chaque terme de P doit contenii' p, et chaque terme de Q, pj, et comme P et Q doivent etre formes respectivement de termes tels que Gacosp} 4- ca) et G(3cos(^4- ca), je pose oii P — Ga cos (Ф 4- w) 4- G'a' COS (ф' 4- ta') 4- (l"a"cos (ф" 4- ta"\ Q G(3cos (ф 4- ta) 4- G'P'cos (ф' 4- ta') -1- G"[3"cos (ф"4- ta"), ф^йА-4-p//, ф'=«7,4-р4 ф"=а"/,-4-Р'%- La demonstration qui va suivre pourra s’etendre aussi aux termes de P et Q qui dependent des longitudes moyennes des autres planeles On a d2p; dr (FQ'i = — Gap («zi, 4- (3zij'2 sin (ф 4- ca) 4- G'«'P'(a:'zl; 4- Р'л/’sin ф' 4- ta') 4- G" a" P" (a"Hi 4- P"zîy)2 si n (ф" 4- ta"), "-4- ы") de P correspond un terme G"7"cos( "4-w"), Q = G'/ соз(ф'4- o/) + G"y"cos(^"4- ’ + У'п*)’ s'n '•'4-«'), w=GT/"(₽'4+/**)* sin :ф"+«") On a aussi P?v=o, car chaque terme de P ne depend en meme temps que des inoj- , et quand il est independant du temps, il se reduit â G Gz Gz/ -~7~~ sin (со 4- со' -+■ со") X (а 4- я'4- а") = о 11 est facile de voir que (cZ«t, dd^ renferme aussi des termes de la forme Az cos (cp 4- со) 4- Bz2 соз(ф + со) 35 Forme ^daiddt, dah da,') — Je prends encore P = G cos(cp 4-oi), Q = G'cos(c|/4- со'), R = G"cos(cp"4-со"), ce qui donne — — Ga (an,- 4- (în,) cosțcp + со), == — G'a' (a'n,- -t- Ș'ny) cos(^'4- w'), fi l uf R)=-G"a"sin((V"4-to") L’expression (g) sera formee de termes tels que GG G" , Г a [an/ 4-|3n/) a'(a'n;-b (3'zi;) „4 I- S111 “ ’ L(a' + a")n,-4-(p'4-(3")n,- + (a + ;c") п,-+ (X p") ny ~ * J ’ qui, lorsqu’cn leur applique les conditions (38), prennent la forme GG'G" 4 (« + «'+ a") sin (<a 4- d -i- со"); or celle quantite esl iniile www dacoromanica ro ( 49 ) En dehors des termes simplement peiio liques, on trouve aussi, dans [dal da, dat, ddL), des termes de la forme А/ cos(ip -+- w) 36 11 est facile de s’assurer que les demonstralions exposees dan lesnos29, 30, 35 soni tont a fait generales; par consequent Мг-^Ѵ' ne contient pas des termes constante du troisieme ordre pai rapport aux masses II resulte de lâ que le terme seculaire (20) ne peut pas se reduire avec d’autres, et, par suite, le deini-grand axe estsoumis a des inegaliles seculaires du troisieme ordre II est inutile de pousser plus loin l’approximalion pour voii ce qui arrive â l’egard des termes du quatrieme, du cinquieme, ordrt En effet, l’existence de termes de la forme Л, В Z cos(«p -t— , C№ cos(ф 4-w) parmi ceux du second et du troisieme ordre perm d’admettre d’une maniere presque certaine que, parmi les termes d’ ordre superieur au troisieme, on en doit trouver de seculaires Linvaria-bilite des grands axes n’existe donc que pour la premiere et la second * puissance des masses Vu el арргоиѵё Paris, le 29 novembre 1877 Doyen de la Fâculte des Sciekces, MILNE EDWARDS Permis d’imprimer Le Vice-Recteur de ь’Асапёміе de Paris, A MOURIER 7 www dacoromanica ro TllESE D’ANALYSE PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE i° Theoremes generaux relatifs a l’integration des equations difle-rentielles de la Dynamjque 2° Developpement en serie d’une fonction de deux variables â Г aide des fonctions Y„ de Laplace Vu et approuve Paris, le ■гд novembre 1877 Le Doven de la Faclltis des Sciences, AIILNE EDWARDS Permis d'imprimer Le Vice-Rectedr de l’Academle de Paris, A MOURIER 4184 Paris — Imprimerie de ОлѵгшЕп-Ѵпхлкв, quai des Augusi is, 55 www dacorcmanica ro » уДс/Лі- шн ІЙ